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CEN HC h Go ng i q嗯 (程祟庆 )n ad CE HN G Ji n a
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D ep at re m
n t f OM at hen a l li c s,

N a nj i飞 U爪 v e sr iyt
,

Nanj i n g 2 1《x刃 3
,

C h i n a
)

R e e e i v e d ulJ y s
,

19 99 ; re vi s e d o e t o b e r s
,

199 9

A b s t r act 珍卿 a m i c al s t a b i li t y h as be e o

me t h e e e nt e r of s t u d y o n H a m i l t ion an s y s t e m
.

In th i s art i e le w e i n t r o
-

d u e e t h e er e e n t d e v e l omP
e n t i n s o

me aer as e l o s e ly er lat e d t o thi s t o p i e
, s u e h a s t h e K AM t h e o叮

,

M a t he r th e

卿
,

Am OI d

di而
s ion a n d n o n

一
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,

K AM ht
e o r y

,
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比 lst

,

月. M an y m a ht e m a t i e a l mo d e l s hw i e h d e s e ir b e por b l e m s i n p h y s ie s , a s t r o n o

娜
a n d m e e h a n ie s h a v e

t h e fo mr
o f H a m i l t o n i a n e q u at io n ,

a H
.

刁H
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q “

万
’
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万
’
气p

,
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hw
e er H = H (尸

,

叮
,
t ) 1

5 e a l l e d H am i l t on i a n ,

hw i e h
,

i n 罗 n e ar l
,

15 ht e e n e

卿 of th e s y s te m
.

A t即
-

ie a l e x

am p l e o f H am i l ot n i a n s y s t e m 15 ht e 5 0 e a l l e d n 一

b o d y p or b l e m in e e l e s t i a l m e e h a n i e s
,

w h o s e

H a r n il t o n ian h a s t h e fo l l l l

H 二
1
心

_ :
.

百台
p ` 十 艺
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下丁艺
一

二下
,
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,
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,
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,
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,

。是)
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H e er p i = m i x i ,

, i 二 x i , a n d x i ,

m i

aer ht e p o s i ti o n e o o
dr i n a t e an d th e m a s s o f ht e i th p art i e le er

-

s p e c t i v e ly
.

hT
e dy n am i e al s t ab il i ty p or b l e m o f H a m il to n ia n s y s te m h a s p u z z l e d m a n y m a t h e m a t i e i a n s fo r a

lo n g t i m e , a n d it h a s n o t b e e n e o

mP l e t e ly
s o lv e d y e t

.

A w e l l
一

k n o

wn
e x a

呷 le 15 ht e n 一

b o d y p or b l e m
.

in加I f r ij 15 th e d i s t a n e e b e t w e e n t h e i t h an d j ht p art i e l e s ,

p e o p l e w i s h to k n o w
, a lo n g th e t arj

e c t o叮

ht e p h a s e s p a e e ,

hw
e t h e r o r n o t t h e fo ll o w i n g q u an t it y

△ = m a 、

l
r ` , ,

工 {
l “

< , ` n

L
`

r ij J

15 b o u n d e d fo er v er
.

U n fo ir u n a t e l y
, s u e h a P r o b l e m h as er m ia n e d

an s w e r fo r th i s q u e s t io n ,

ht e g e n e ar l b e l ie f 15 ht a t fo r n 〕 3
,
t h e

u n s ol v e d
.

E v e n t h o
ug h ht e er 15

s e t o f o
ht i t s w h i e h e s e a P e ot iifn

n i yt

o r a lo gn hw i e h p art i e l e s e o ll id e w i t h e a e h o t h e r 15 d e n s e
.

W e

aer
n o t s u r e

hw
e t h e r t h i s s e t h a s P o s it i v e

玩 b e s gu e m e a s u er
.

j `
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Ds ep i to ef m n ap yro b lem s b ei n gus o n lv ed
, s in e e ht e e s t a b l i s h m e n t o f ht e b a s i s fo r ht e s t u d y o f

m o d e rn d y n a m i e a l s y s te m s b y oP i n e a r e ,
th e r e s e a cr h o n d y n a m i e a l s ta b il i ty h a s m a d e s ign iif e a n t

p or gr e s s
.

A n d n o w r e s e a r e h e r s h a v e a e q u i r e d m u e h d e e p e r u n d e r s t a n d i n g o f t h e s e qu e s ti o n s th a n e v e r

b e fo er
.

1 K A M t h e o yr

I n t h e e a r l y s t a g e ,

p e o p le t r i e d to s o l v e a H a m i l to n ia n s y s t e m b y if n d in g i ts if sr t i n te邵a l s
.

F o r a

H a m i lt o n i a n s y s t e m w i th n d e

ger
e s o f fr e e d o m

,

if o n e e a n if n d n i n d e p e n d e n t if r s t i n te脚 15
,

w h ie h

m e an s th a t t h e i r P o in s s o n b r a e k e t s a er z e or
,
t h e n a l l s o l u t io n s e a n b e o b ta in e d b y s im p l e i n te gar

ti o n
,

S u e h a s y s t e m 15 e a l le d i n t e gabr l e s y s te m
.

I n th i s e a s e a H a m i l to n ia n s y s t e m e a n b e e x p r e s s e d b y a e -

t io n 一 a n g l e v ar iab l e s ,
th a t 15

,

i f 尹任 R
n

er p r e s e n ts th e a e ti o n v ar i a b l e
,

叮任 尹 th e a n g l e v a r i a b l e
, a n d

th e e o o dr i n a t e s y s t e m o f t h e p h a s e s p a e e 15 R
n x 尹

,
th e n ht e e o

err
s p o n d i n g H a m i l t o n ian d e p e n d s o n -

l y o n a e t io n ,

1
.

e
.

H = H (尹 )
.

hT
e r e fo er

,
th e H a m i lt o n i a n e qu a t io n h a s t h e fo l l o w i n g fo mr

:

切一丫

hT i s g iv e s 夕 二 夕。 ,

口 = 田 t + 叮0 a n d 田 二 D H
,
w h i e h i n d i e a te ht a t th e p h a s e s p a e e 15 fo l i a t e d b y n 一

d i
-

m e n s i o n al to r i
, e a e h t o ur s 15 in v a r i a n t u n d e r ht e p h a s e fl o w

,

ht e er fo er ht e p h a s e fl o w 15 p e r i o d i e o r

q u a s i
一

p e r i o d i e
.

Ob v i o u s l y
,

th e d y n a m i e a l s t a b i l it y fo r i n t e脚 b l e s y s t e m s 15 v e叮 e le ar
.

Bu t i n te gr a b l e s y s te m s

aer ar er
,

m o s t o f th e s y s t e m s i n P r a e t ie e a r e n o t i n te gr ab l e
, a n d th e er 15

a e l a s s o f n o n i n te肛 a b l e s y s et m s e al le d n e ar in t e g r a l〕l e
.

hT
e e o er s p o n d i n g H am i lot

n ian fo r ht i s e las s

e o u ld b e e x p er s s e d b y H = N ( p ) + p ( p
,

q )
,
w h e er p 15 s m a ll

.

W it h h i s e x t ar o dr i n卿 p e cr e p t i o n
,

OK lmo 即vor
r e a l i z e d ht a t u n d e r s m a ll p e

urt
r b a ti o n n 一

d im e n s io n al i n v iar
a n t t o ir e an n o t b e d e s

otr y e d

e o m p le te ly
.

A e t u a l ly
,

m o s t o f th e in v a r i a n t to r i s u vr iv e u n d e r sm a l l p e rt u ht a ti o n
.

U s in g a s im p l e an d

e l a s s i e al id e a o f N e wt o n i a n i te ar ti o n
,

h e p r o p o s e d a w a y o f p r o v i n g h i s e l a i m
.

aL te r a e o m p l e t e p or o f

w a s g i v e n in d e P e n d e n t l y b y A m o ld a n d M o s e r
.

hT
e i r p or o f o n ly r e q u ier s t h a t th e fr e q u e n e y 田 o f q u a s i

一

p e r i o d ie fl o w o n t o ur s s a t is if e s t he 5 0 -

e a l l e d D i o ph a n t u s e o n d i tio n

, <。
,

“ > , =

}菩
“ , `

)
, ” , “ ’

一 “

V 无任 Z
n

\ {
。
}

hw
e er D 15 a e o n s ta n t

, a n d th e s y s t e m m u s t s a t i s fy K o lm o g o or v ’ 5 n o n d e g e n e r a te e o n d i t io n ,
th e er fo er

s m a l l p e rt u br a t i o n e a n n o t d e s t or y s u e h a to ur s ,

b u t m a ke s o n l y s m a l l d e fo mr
a ti o n o n i t

.

N o t e th a t o n R
n ,

fo r s m a l l e n o u gh e o n s t a n t D
,

th e s e t o f a l l 。 任 R
n

hw ie h s a t i s if e s e o rr e s p o n d
·

i n g D io ph a n t u s e o n d i t io n 15 a Ca n to r s e t
,

bu t w i ht P o s i t iv e 此 b e s即 e

me as uer
.

A s fo r D ~ 0
,

het
s e t

h a s a fu l l m e a s u er
.

B e e a u s e o f th e K o lm o g o or v ’ 5 n o n d e g e n e ar t e e o n d i t io n ,
t h e s e n 一

d im e n s i o n a l i n
-

v ar i a n t to ir in p h a s e s p ac
e b e e o m e a n o w h e r e d e n s e s e t

,

bu t w iht a p o s i ti v e IeJ b e s即 e m e a s u er
.

K AM th e o叮 15 o f ger
a t im p o r ta n e e

.

OF r a n y s y s t e m o f n d e g er e s o f fer
e d o m

,

i t g u a r a n te e s ,

i n
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t h s s e e e no f玩 b s eg ur em ea s ur e
,

th e dy n a m i e a l s t ab i l i ty : i f t h e P e rt u
ht

a t io n 15 s m a ll e n o u gh
,

mo
s t o f

t h e m o t i o n s o f t h e g iv e n s y s t e m a er s t ab l e
.

W i th t h i s e o n e l u s i o n w e e an e x P l a i n ht at
, a t le a s t i n ht e

s e n s e o f 玩b e s gU e m e as u er
,

ht e s o lar s y s te m 15 s t a b le
.

B e e a u s e ht e a e t i o n s o f ht e n in e Pl a n e t s i n ht e

s o lar s y s te m 初 th ht e S u n

aer m u e h i哪ort an t ht an ht o s e w i t h o th e sr
, a n d t h e t

wo
一

bo d y p or b l e m 15 i n
-

t e gr a b le
,

ht u s th e s o lar 叮 s t e m 15 a n e ar i n t e gr a b le o n e
.

OF
r a s y s te m iw ht 2 d e

少
e s Of fer

e d o m
,

m u e h m oer er s u l ts e o u ld b e d e万 v e d 场 KA M ht e

呷
.

Si n e e ht e s e s y s te m s d o n o t d e p e n d o n r
,

1
.

e
.

ht e y aer an t o n o m o u s ,

ht e e n e

gyr 15 p er s e vr e d
.

hT
e m o -

t io n s o f ht e s y s t e m i n 4
一

d i m e n s i o n a l p h a s e s p a e e 15 r e s t r ie te d o n a 3
一

d im e n s i o n al e n e

gyr
s u

far
e e

.

Si n e e th e i n v ar i a n t ot ur s i n t h i s e a s e 15 2
一

d i m e n s i o n al
,

i t d iv id e s ht e 3
一

d im e n s io n al s u

far
e e i n ot tw o

d i s e o n n e e t e d p a rt s ,
th e m o t i o n s t

art i n g for m o n e p art
e a n n o t er a e h t h e o ht e r a n d :

ice 优 sr a
.

hT
e er fo r e

ht e KA M t h e o叮 e o

呷 l e t e ly
s o l v e s t h e s t ab i l i ty p or b l e m o f t h i s e a s e

.

I n e e l e s t i a l m e e h an i e s ht i s e x -

p l a i n s

hw y t h e m o t io n o f r(T j
a n a n d G er e k a s te or id s s e e m s ot b e s tab le al t h o u

hg ht e y a er a lm o s t a t a

e ir ti e a l p o s i t i o n
.

In m a ht e m a ti e s th is th e

卿 邵
aarn

te e s
场叩

u n o v s tab i l iyt of e ll ip ti e p e ir o d i e p o i n st i n

ht e

me
a s u er P er s e vr i n g wt i s t m ap s

.

A ft e r s e v e ar l y e asr of e月b rt s ,

ht e s tu d y o n KA M ht e o yr i ts e if h as h a d a s ign iif e an t p or 脚
5 5

.

hT
e

fol l o w i蜡 ar e ht e m o s t i哪
o rt an t

acr h i v e m e n t s
.

( i ) Sm
o o th n e s s

.

hT
e er q u i er m e n t o n s m o o ht n e s s o f t h e H am i lotn i a n H h as be

e n er d u e e d
.

F o r a

s y s t e m of n d e

ger
e s of fer

e dom
w e o n l y er q u ier e o n t i n u o u s d i ffe er n t iab i l i ty o f o dr e r Z n + 3

.

OF
r

aer
a

p er s e vr i n g wt i s t m叩 s ,

ht e e o rr e s p o n d i n g er s u l t 15 p e

fer
e t n o w

.

I t h a s b e e n p or v e n ht at fo r H 任 C
`

(
s

> 3 )
,
t h e in v

丽
a n t e i cr l e 15 d iffe er n t i曲 l e

,

b u t fo r 3 < 3 ht e ivn 丽
a n t e icr l e m ihg t b e b or k e n

.

hT i s

i n d i e a te s ht a t
,

fo r K AM ht e o yr
,

th e er q u ier m e n t o f s

mo
o ht n e s s 15 n o t ht e n e e e s s i yt o f an a ly s is

,

m o er

o r l e s s i t s h o w s t h e d i ffe er n e e i n e s s e n e e
.

( 11) oK lm o g o or v ’ 5 n o n d e g e n e ar e y
.

hT
e e o n d i t io n o f l o e a l d i ffe

o m o甲h i s m e an b e er lax e d i n ot ht e

o n
ly er q u i er m e n t t h a t ht e i m a g e of ht e

fer q u e n e y m aP s h o u ld n o t b e er s tr ie t e d i n to (
n 一 1 )

一

d im e n -

s i o n a l hy p e甲lan e
.

I t s h o u ld b e m e n t i o n e d t h a t in n b o d y p or b l e m t h e

oK lmo g o or v ’ 5 n o n d e g e n e

art
e

e o n d i ti o n 15 n o t s a t is if e d
.

( 111) 肠 w e -r d i m e n s i o n al t o r i
.

hT
e id e as o f KA M t h e o巧 e o u ld b e u s e d to if n d l o we

r一 d i m e n s i o n a l

i n v iar
a n t m an ifo ld s

.

U n d e r th e n o n d e ge n e ar t e e o n d i t i o n
,

if D i o Ph an u s an d ht e if 招 t M e ln o k o v e on d i
-

ti o n

aer
s a t is if e d

,

ht e e

oerr
s P on d in g l o w e r 一 d im e n s i o n al i n v

iar an t

man
ifo l d s e x i s t

.

( i
v
) C o 一 d im e n s i o n 1 i n v ar i a n t ot ir i n v o l u me p er s e vr i n g d i ffe

o m o甲h is m s
.

nI ht is s i tu a ti o n ht e

s y s t e m h a s i ts d y n a m i e a l s t ab i l i ty
.

(
v
) 助 w e r一 d ime

n s i o n a l i n v iar an t m a n ifo ld s in er s o n an t p a rt s
.

nI er s o n an t p art
s , n 一

d i m e n s i o n a l

ot ir d i s a pl〕 e ar
,

b u t ht e er e x i s t l o we -r d i m e n s i o n a l

man
ifo ld s

.

E
ven ht o u

hg th e m e as u er of ht e s e

man
i

-

fo l d s m ihg t be
z e or

,

i t h a s b e e n

enr d i e te d ht at ht e s e m an i fo l d s m叮 e o n
伽1 ht e e o

呷 l ie at e d m o t i o n o f

ht e s y s et m
.

5 0

far it 15 s ti l l n o t e l e ar h o w m a n y s u e h l o w e r 一 d i m e n s io n al m a n i fo l d s e x i s t a n d hw at k in d

o f ht e to op l o g i e a l s tur e ut r e th e y h va e
.

月 .
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1 0

2Ma th r eh teo叮

仆
edi sa p p ea r i ng of i n va r ia n t

th i sr e s Pe e t
,

t h e two
一

d im e n s io n al

s y s te m s o f two d e

ger
e s o f fer

e d o m
,

ot ur s e l e a r l y in d i e at e s ht e e o

哪 l ie ac y of 衡
n

am i e al b e h va ior
.

nI

m e a s u er p er s e vr i n g tw i s t m即
,

hw i e h e o

err
s p o n d s t o H am i l ot n

ian

aer
e x a m p le s o f er l a t i v e l y t h o or u

hg
s tu d i e s

.

hT is m a p i s g e n e ar t e d

b y a fu n e t io n h (
x , , x Z

)
,

(
x

y

,

丁 )~ (
x 工 ,

少1
) i f

a h
` 、 刁h

z

= 一

丽
、 % ’ 工 ` ” 少` 二

石
气万

, 万 , ’
·

uA b巧 a n d M a

het
r i n d e p e n d e n t ly

s ut d i e d t h e xe is et n e e of q u as i
一

p ier od i e s ol u ti o n s
.

For van 、 t at ion

n u

lnb
e r 田

,

M a ht e r e o n s ide er d t h e fo l l o w i n g 肠孚
a n g ian a e t i o n :

。 ( , )
=

{;
、 (` (! ,

,

“ !

一 , , d `

a n d p or v e d ht a t ht e er e x i s ts a
gl ob al m i n im al e l e m e n t 必 s a t i s fy i

n g ht e of ll o w i n g por p e rt i e s :

( i ) 笋 15 i n e er a s e d m o n o t o n i e al l y
, a n d 协( t + l )

二 价( r )
+ 1

.

( 11) (笋( t
+ 。 i )

,

h l
(必( t + 。 i )

,

协( t + 。 ( i + l ) ) ) 15 a n o ht i t o f th e m a p
.

fI ht e er 15 on i n v ar ian t e i r e le
,

价15 d i s e o n ti n u ou s
.

I n th i。 e a s e ,

i f ht e r ot a it o n n u n击e r is i rr at io n a l
,

th e gr a l〕h o f (协( t
+ 。 i )

,

h l
(协( t + 。 i )

,

笋( t + 。 ( i
+ l ) ) ) 15 a C a n ot r s e t hw i e h 。 a n b e e m b e d

-

d e d i n to a e i cr le
,

ht e er s itr e t i o n o f th e s y s t e m o n t h is s e t 15 q u a s i
一

p e ir o d i e m o ti o n w i th fer q u e n e y 田
.

B y i n t or d u e in g P e ie lr s b a rr i e r fu n e t i o n

凡 (右)
= i n f万、 (

x ` , x ` + 1
)
一 、 (

x
:

, x 几1
) x 万 二 协( t

+ 。 i )
, 、 二 `

M a ht e r P or v e d ht a t ht e n e e e s s

卿
a n d s u iff e ie n t e o n d i t i o n fo r ht e e x i s te n e e o f in v

iar
a n t e i r e l e 15 ht a t

ht e P e i e lsr b a rr i e r fu n e t ion sha u ld b e z e or
.
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